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1. Einfuhrung: Optimierung im Leichtbau

Wenn wir Ingenieure das Wort Optimierung verwenden, dann ist hiufig folgende Vorgehensweise ge-
meint: Zundchst wird ein Startentwurf auf Grund unserer Ingenieurerfahrung von Hand verbessert. Evtl.
werden mit Hilfe der Trial and Error Methode einige Alternativen aufgestellt und miteinander verglichen.
Diese Vorgehensweise ist manchmal ausreichend, jedoch nicht immer. Je groBBer jedoch die Zahl der Op-
timierungsvariablen wird oder je wichtiger (Einsparung von Kosten!) eine mdglichst hohe Zielerreichung
ist, um so weniger zufriedenstellend ist eine Optimierung von Hand. Der Einsatz mathematischer Opti-
mierungsalgorithmen [7],[15] kann jetzt weiterhelfen. Darum geht es in diesem Teil der Vorlesung.

2. Grundbegriffe der Optimierung

2.1 Elemente des Optimierungsmodells

Stets gibt es fiir eine Entwurfsaufgabe eine Vielzahl grundsétzlich ,,zuldssiger Losungen. Als ,,zuldssig™
soll eine Entwurfslosung gelten, die ausreichend tragfahig, ermiidungssicher und gebrauchstauglich ist.
Fiihrt man ein Qualitdtskriterium — z.B. minimale Querschnittsfliche oder minimale Gesamtkosten — ein,
und beurteilt man alle moglichen zuldssigen Losungen nach diesem Kriterium, so gibt es unter den unend-
lich vielen zuldssigen Entwiirfen einen optimalen Entwurf, der die hochste Qualitdt im Sinne des aufge-
stellten Kriteriums aufweist und gleichzeitig alle Randbedingungen erfiillt.

Optimierungsmodelle bestehen aus drei Elementen:

e Zielfunktion z(X): mathematische Beschreibung des Qualitétskriteriums, z.B. Gewicht einer Kon-
struktion.

e Optimierungsvariable x;, i=1,n : GroBen, die im Rahmen der Optimierungsrechnung variiert werden
sollen, z.B Stabquerschnitte

e Restriktionen g, j = 1, m: Alle Einzelnachweise im Rahmen der Tragsicherheitsnachweise und der
Gebrauchstauglichkeitsnachweise. Eine typische Spannungsrestriktion lautet z.B.: g; = o4/ ;4< 1.

Damit lautet die Optimierungsaufgabe in mathematischer Schreibweise:

minZM)|gj() <1; j=1,m]

In Worten: Stelle den Vektor X der n Optimierungsvariablen X; so ein, daf} die Zielfunktion z(X) einen mi-
nimalen Wert erhélt und gleichzeitig alle Restriktionen g;, j =1, m erfiillt sind.

Stellt man sich die Zielfunktion als Gebirge vor, dessen hochsten Punkt es zu erreichen gilt, konnte man
die Restriktionen als Zaune ansehen, die nicht tiberschritten werden diirfen. Die Z4une trennen den zulas-
sigen Bereich des Entwurfsraumes vom unzulédssigen Bereich. Das Optimum ist der hochste Punkt des
Geldndes innerhalb des umz&unten Geldndes. Der eigentliche Berggipfel (Punkt mit dem besten Zielfunk-
tionswert) liegt im unzuldssigen Bereich und stellt daher keine Losung dar. Bei einer Gewichtsminimie-
rung entspricht der Berggipfel dem Punkt, bei dem alle Querschnittsmale des Kranbahntrégers die Grof3e
0 haben: das Gewicht ist dann zwar minimal, aber das Bauteil hat keine Tragféhigkeit mehr — und daher
ist eine solche Losung unbrauchbar.
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2.2 Topologie eines Optimierungsproblems: Der Stabdreischlag

Der Stabdreischlag (Abb.) werde durch zwei gleich groBe, aber nicht gleichzeitig auftretende Lastfille
F(1) und F(z) beansprucht. Der in Klammern aufgefiihrte Index beschreibt die Lastfallnummer. Bei vor-
gegebenem Werkstoff sollen die Querschnittsflichen a1, ap und a3 so gewihlt werden, dall das Trag-
werksgewicht minimal ist und diﬁ Spannungen gegebil}e zulédssige Grenzwerte oyy| nicht {iberschreiten.

—_————a—
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Abb. Der Stabdreischlag
Das Optimierungsmodell fiir den Stabdreischlag lautet:
. Optimierungsvariablen: Querschnittsflichen a;, a,, a;

Die zu bestimmenden Querschnittsfldchen als Optimierungsvariable oder Entwurfsvariable werden
in einem Entwurfsvariablenvektor X = (aj ,az,a3)T zusammengefalt.

e Zielfunktion siehe GIl. 2-1a

minimiere 2=, 7 -l ‘g ; i=1,2,3 (2-1a)
i

In der Zielfunktion z von (2-1a) bedeuten 3 und lj die vorgegebenen spezifischen Gewichte bzw.
Léngen des Stabes i.

* Restriktionen
+ Spannungsrestriktionen nach GL 2-1b
- oj(j) (a1, &,a3)

Ozul,

>0 i=1,2,3; j=1,2 (2-1b)

In den insgesamt sechs Restriktionen (2-1b) ist oj(j) die von den Querschnittsflichen abhingige
Spannung im Stab i unter dem Lastfall j, ozy| j ist die vorgegebene zuldssige Spannung im i-ten
Stab. Durch die Normierung der insgesamt sechs Restriktionen in (2-1b) auf oy j wird zweierlei
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erreicht: zum einen enthebt man sich des Vorzeichenproblems von oj(j), zum anderen schwankt
die Restriktionsfunktion nur in den Grenzen 0 und 1 fiir Spannungen zwischen oj(j) = 0 bzw. oj(j)
= oyl i- Dies erweist sich filir die Losungsalgorithmen als numerisch vorteilhaft.

u
+ Variablenschranken i zur Vermeidung unsinniger Werte &

aj—aj' 20 (2-8)

Zur Vervollstindigung der Aufgabenformulierung miissen natiirlich noch die Systemgleichungen zur Ver-
fligung stehen, die das interessierende physikalische Verhalten des Tragwerks beschreiben. Dies ist hier
der Zusammenhang zwischen den Spannungen und Entwurfsvariablen (Querschnittsflichen), wie er in (2-
1b) benotigt wird. Dieser Zusammenhang sei gegeben durch die in der Regel nichtlinearen Funktionen

gi(j) =Ci¢j(a.a2,a3) ; i=1,2,3; j=1,2 (2-1¢)

wobei in den cj(j) die Statik des Tragwerks steckt. Mit den Beziehungen (2-1) ist die Optimie-
rungsaufgabe beschrieben.

Gerade bei den Systemgleichungen (2-1c¢) ist ganz entscheidend, ob dieser Zusammenhang formelmiBig
explizit oder numerisch implizit gegeben ist. Ersteres gelingt nur in einfacheren Féllen wie hier beim
Stabdreischlag:

Systemgleichungen:
Lastfall 1 o _ F(l) B &y F(l)
1M a; a [3.13.2 +ayas + 'JE a a3 ]
\/53.3 F(l)
O9(1) = 2-2a
2(1) qan +aray + \/Eala3 ( )
= —& R
3D T8, + aay +¥2333
Lastfall 2 ~aF0)
O =
12) aa, +apaj +\/§a1a3
\/§a1 F(z)
o = 2-2b
22) qdy +apaj +\5a1a3 ( )
uns =2 _ B3R
X2) as a3 [alaz +ayay +~5a1a3 ]

Werden zum Beispiel als Lasten |Fi| = |Fp| = 150 kN und ein Aluminium-Werkstoff mit E =
7,2-104 N/mm? und einer zuldssigen Spannung von oyy| = 216 N/mm? gewdhlt, so ergeben sich als Ge-
wichtsoptimum zOPt = 49,5 N mit den Querschnittsflichen a] = a3 = 5,48 cm? (Symmetrie) und ap =
2,84 cm?. Die Topologie des Optimimierungsproblems kann der nachfolgenden Abbildung entnommen
werden, die liberndchste zeigt einen typischen Iterationsverlauf.
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Abb. Typischer Iterationsverlauf
2.3 Weitere Grundbegriffe bei der Optimierung
e lokale und globale Optima
/Iokale L6sung
d . zul. Bereich \ ,
L2mm NG/ \ / \ g
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1,0
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Abb. Lokale und globales Optimum am Beispiel der Optimierung einer faserverstarkten Scheibe
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e aktive und inaktive Restriktionen

Arten von Optimierungsproblemen:
e freie — beschrinkte Optimierungsaufgaben
e lineare - nichtlineare Optimierungsaufgaben (siche Abb.)
Eine Optimierungsaufgabe ist linear, wenn alle Optimierungsfunktionen lineare Funktionen der Op-
timierungsvariablen darstellen. Fiir solche Aufgaben gibt es einfache und robuste Néherungsver-
fahren (z.B. Simplex-Verfahren, [15]), die darauf beruhen, daf die Losung im Bereich des Schnitt-
punkts zweier Restriktionen liegen mufl. Die meisten ingenieurpraktischen Optimierungsprobleme

sind jedoch nichtlinear und damit wesentlich schwieriger 16sbar.
X2 A Xo A

g,=0

-

.2 92=0

nichtlinear lin. Restr.

Xoh  g,=0 Xo A

I Xl
%
= 91:0

quadr. Zielfkt., lin. Restr. lin. Problem

e Einziel - Mehrzieloptimierung

e kontinuierliche-diskrete Optimierung:

XoA  g,=0
zul. Punkte
yd
&
] z=const.
g
i
\ )
- X
BN 1
X1-Wert 9,=0

Abb. Topologie einer diskreten Optimierungsaufgabe
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2.4 Aufgabenstellungen fur Optimierungen im Leichtbau
Die verschiedenen Aufgabenstellungen fiir eine Optimierung sind im folgenden mit steigendem Schwierig-
keitsgrad sortiert angegeben.
e Querschnittsoptimierung von Stabwerken
Topologie und Knotenkoordinaten bleiben unverindert, nur die Querschnitte werden veréndert.

e Optimierung der Knotenlagen von Stabwerken

Ziel: niedriges Gewicht,
niedrige Kosten

Restriktionen:  Festigkeit,

’ = Steifigkeit,
Ausgangsentwurf Eigenfrequenz,
Fertigung
Entwurfs- Querschnittsflachen,
variable: Lage der Fachwerkknoten
4} % System- Statik der Briicke,
optimierter Entwurf gleichungen: Eigendynamik der Briicke
e Topologieoptimierung von Stabwerken
e Formoptimierung von Flachentragwerken
optimiert

2.5 Lagrange Verfahren: die Antwort der Mathematik auf die Optimierungsfrage
Lagrangesche Multiplikatorenmethode; siche z.B. [7], Kap. 4.6

3. Optimierungsverfahren fur den Leichtbau

3.1 Der Algorithmusbegriff

Andere Bezeichnungen fiir Algorithmus sind Prozedur, ProzeB3, Verfahren, Methode, usw. Darunter wird
ein Satz von Regeln oder Anweisungen verstanden, um von einem gegebenen ,Input® zu einem bestimmten
,Output‘ zu kommen. Jeder Schritt ist so prizise definiert, daB die Ubersetzung in eine Computersprache
und die Ausfiihrung mit einem Rechner moglich sind.

Das Konzept eines Algorithmus existiert als Idee unabhéngig von jeder Implementierung auf einem Com-
puter. Jedoch ist ein Rechenprogramm ein hervorragendes Hilfsmittel zur Uberpriifung der Tauglichkeit
eines Algorithmus.
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Das Grundkonzept von Optimierungsalgorithmen lautet:
1 Lege einen Startvektor x(K) fest; setze den Iterationsindex k = 1

2 Ermittle einen Anderungsvektor Ax(K), der x(K) im Sinne der Optimierungsaufgabe verbessert.
(Auswertungen von Zielfunktion und Restriktionen sind dazu erforderlich)

3 Bilde: x(KT1) = x(K) + Ax(K)

4 Uberpriife ein Abbruchkriterium;
falls nicht erfiillt: ki=k+1; gehezu 2
5 Losungsvektor: XOPt = x(k+1)

Die einzelnen Algorithmen unterscheiden sich hauptsichlich darin, wie der Anderungsvektor Ax(K) gebil-

det wird (Schritt 2). Ein Algorithmus soll stets nach einer mdglichst geringen Anzahl von Schritten die

Umgebung der Losung erreichen und dann abbrechen. Fiir die Beschreibung des Konvergenzverhaltens

von Optimierungsalgorithmen sind folgende Begriffe wichtig:

e Der Konvergenzbereich bezeichnet den Teil des n-dimensionalen Raumes RN, in dem der Startvektor
x(1) liegen muB, damit die Folge der x(K) gegen den optimalen Entwurfsvariablenvektor xOPt strebt.

e Die Konvergenzrate p ist definiert als
o0

e(k) stellt dabei ein Fehlermaf dar: e(K) = || xOPt - x(K) || Die Folge der x(K) strebt fiir steigende k gegen
einen Grenzwert XOPt, Fiir 0 < p < 1 spricht man von linearer Konvergenz, p = 0 bedeutet superlineare
Konvergenz.

<1 (5-1)

Zur Beurteilung der Optimierungsalgorithmen ist in der Praxis der Rechenaufwand zur Bestimmung des
Optimums wichtiger als die theoretisch definierte Konvergenzrate. Diese Gesamtrechenzeit setzt sich zu-
sammen aus der CPU-Zeit fiir Systemanalyse und Gradientenberechnung (z.B. mit FEM) in sémtlichen
Iterationsschritten und der vom Optimierer selber benotigten CPU-Zeit. Bei mittleren und groBeren Opti-
mierungsaufgaben bestimmen Systemanalysen und Gradientenberechnungen und die Anzahl der Iterati-
onsschritte maBgeblich die Gesamtrechenzeit.

3.2 Optimalitatskriterien: Das voll beanspruchte Tragwerk

Losungen bestimmter Optimierungsaufgaben weisen zuweilen bestimmte Eigenschaften auf. Die Optimie-
rungsaufgabe 148t sich dann l6sen, indem das Tragwerk gesucht wird, daf genau die gesuchte Eigenschaft
aufweist.

Beispiel: Der Zugstab unter Spannungsrestriktion mit dem minimalen Gewicht hat stets die Eigenschaft,
dal} seine maximale Spannung die zuldssige Obergrenze genau erreicht.

Die optimale Querschnittsflache 148t sich daher sofort angeben zu  min A = max N / fy4

Das Verfahren des voll beanspruchten Tragwerks (FSD, fully stressed design) ist ein Optimalitatskriteri-
enverfahren. Gesucht wird das Tragwerk, bei dem alle Bauteile in mindestens einem Lastfall bis an die
zulédssige Obergrenze beansprucht sind.

Vorteile eines solchen Verfahrens sind
e cinfache Anwendbarkeit

e schnelle Konvergenz (beim Zugstab in einem einzigen Schritt, bei statisch unbestimmten Trag-
werken in wenigen Schritten.

Nachteil ist, dal die Voraussetzungen nur bei bestimmten Tragwerken gegeben sind: streng genommen
nur bei der Gewichtsminimierung eines statisch bestimmten Tragwerken oder eines statisch unbestimmten
Tragwerken mit einem einzigen Lastfall. Bereits fiir die Gewichtsminimierung eines Tragwerks unter
Spannungs- und Verformungsrestriktionen ist das FSD Verfahren nicht mehr anwendbar.
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Beispiel fiir ein Tragwerk, dessen gewichtsoptimale Struktur nicht voll beansprucht ist: Stabdreischlag,
siche Kap. 2.2: Die Losung dieser Aufgabe fiihrt auf die interessante Tatsache, dafl im Gewichtsoptimum
nicht notwendigerweise alle Strukturteile (Stébe) voll beansprucht sein miissen, obwohl nur Spannungsre-
striktionen vorhanden sind. Werden zum Beispiel als Lasten |Fi| = |[F2| = 150 kN und ein Aluminium-
Werkstoff mit E = 7,2-10% N/mm? und einer zulissigen Spannung von ozy] = 216 N/mm? gewihlt, so er-
geben sich als Gewichtsoptimum zOPt = 49,5 N mit den Querschnittsflichen a] = a3 = 548 mm? (Symme-
trie) und ap = 284 mm?2. Dabei wird Stab 1 im Lastfall 1 und Stab 3 im Lastfall 2 bis zur zulissigen
Spannung beansprucht, die Spannung im Stab 2 ist in beiden Lastfillen mit 148 N/mm? deutlich unter
dem zuldssigen Wert. Bei vorgegebenem Werkstoff mufl also ein gewichtsoptimales, statisch un-
bestimmtes Tragwerk unter Spannungsrestriktionen bei mehreren Lastféllen nicht voll — d. h. bis zu den
ertragbaren Spannungen — beansprucht sein! Denn wird vom Optimum ausgehend der scheinbar zu groBe
Querschnitt des Stabes 2 verringert, so sinkt die Gesamtsteifigkeit. Daraus ergeben sich hohere Belastung
in den Stében 1 und 3 die eine das Gewicht insgesamt erhdhende Querschnittszunahme erfordern, damit
die sich schon an der zuléssigen Grenze befindlichen Spannungen nicht weiter erhéhen.

FSD-Algorithmus fur statisch bestimmte und unbestimmte Strukturen

1 Wihle : Startvektor X(k); Iterationszihler k=1

2 Berechne die Spannungen oi(j)(x(k)) der Bauteile i=1,n iiber alle Lastfille j=1,q
3 Redesign-Formel:

[ NN
X'(kﬂ):maXT XEJ ;X(k)- Mj T ; j=1,0; i=1,n (3-1)

i i .
Oj zul

pi ist ein bauteilabhdngiger Parameter, z.B.:

Gi=1 wenn Xj fiir eine Stabquerschnittsfliche steht
Si =0,5 wenn Xj die Dicke einer Platte darstellt

4 Abbruchkriterium; z.B.:

|Z(X(k+l) )— Z(X(k) )l
) | o

Wenn ja: Stop
Wenn nein: k:=k+1; gehe zu 2

Die Redesign-Formel 3-2 ergibt sich aus der Uberlegung, daB3 die Querschnittswerte in Abhingigkeit von
ihrem Ausnutzungsgrad C=o1(j)(x(k))/ ai zul verandert werden sollen. Mit dem Exponenten fj wird die Re-
design-Formel nun auf unterschiedliche Bauteile anwendbar. Die S ergeben sich aus der Betrachtung sta-
tisch bestimmter Tragwerke: Fiir Stibe gilt oj = Nj /aj. Eine Verdnderung der Spannungen oj auf oj 7
erfordert eine Anpassung der Stabquerschnittsflachen aj auf

ai(k'H) =ch- ai(k)z cl- ai(k) (3-3)
Fiir Platten gilt: oj = mj - 2 / tj2 (m = Biegemoment pro Léngeneinheit). Eine Verénderung der Spannun-
gen oj auf oj zy| wird bewirkt durch eine Anpassung der Plattendicke tj auf

tik+tD) =B - j(K) = 0,5 - t;(K) (2-12)

Der Wert Sist also fiir Stibe 1,0 und fiir Platten mit 0,5 anzusetzen.
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Fiir eine statisch bestimmte Struktur konvergiert der FSD-Algorithmus in einem Schritt. Auch fiir statisch
unbestimmte Tragwerke weist er eine hohe Konvergenzrate auf (ca. 3-5 Iterationsschritte sind notwen-

dig).

3.3 Gradientenverfahren: Die Methode der zulassigen Richtungen

Analytische Losungen lassen sich — auBer fiir triviale Problemstellungen - nicht finden, so daB stets auf
numerische, iterative Verfahren zuriickgegriffen wird. Die effizientesten Verfahren (Gradientenverfahren)
verwenden dabei Informationen aus den ersten oder zweiten Ableitungen der Optimierungsfunktionen zur
Findung einer von Schritt zu Schritt verbesserten Losung. Beispielhaft fiir die groe Zahl vorhandener
Algorithmen soll im Folgenden das Verfahren der zuldssigen Richtungen [7], [15] skizziert werden.

Das Prinzip 148t sich gut an der schon in Kap. 2.1 dargestellten zweidimensionalen Optimierungsaufgabe
verdeutlichen (Abb.): die Zielfunktion z(X) hingt von den Variablen X; und X, ab und wird — mit (-1) mul-
tipliziert — als Schar von Hoéhenlinien {iber der x;-X, Ebene dargestellt. Die Zielfunktionswerte bilden ein
Gebirge iiber der Ebene der Optimierungsvariablen X; und X,. Ein blinder Wanderer sucht von einem
Startpunkt im Tal aus den hochsten Punkt, der alle Randbedingungen erfiillt (Optimum). Wegen seiner
Blindheit iibersicht er zwar das Geldnde nicht, er kann aber an seinem Standort X durch Tastschritte die
steilste Aufstiegsrichtung s = -Vz (Vz = Gradient der Zielfunktion z) feststellen. Der Wanderer folgt
der Richtung des steilsten Aufstieges so lange (Schrittweite o'”), bis eines der drei folgenden Ereignisse
eintritt:

e Der hochstmdgliche Punkt X, ist erreicht, oder:
e Das Gelédnde beginnt wieder abzufallen, oder:

e Es wird eine Restriktionsgrenze erreicht. In der Abb. werden solche Restriktionsgrenzen als Zdune
dargestellt, die vom Wanderer nicht iiberschritten werden diirfen.

Der verbesserte Variablenvektor X%, der dem neuen Standort des Wanderers entspricht, ist nun:
x? =x + s e gV bzw. allgemein fiir den Iterationsschritt k:  x*™ = x® 4 s® o o

Am Zaun angekommen wihlt der Wanderer digjenige Richtung s, die einerseits moglichst steil nach
oben fiihrt und andererseits zuldssig — d.h. ohne Uberschreitung der Restriktionsgrenzen — bleibt. Der mit
der Fahne markierte Punkt X, besitzt den besten Zielfunktionswert bei gleichzeitig erfiillten Restriktio-
nen.

unzulassiger Bereich:
MNachweise nicht erfillt

Zulassiger Bereich:

g Nachweise erfillt
~—— X /
Vf /
¥ -z
Zﬁ
Wanderer entspricht
Optimierungsalgorithmus X

Zielfunktionsgebirge ber der
Ebene der zwei Optimierungsvariablen

Abb.: Das Verfahren der zuldssigen Richtungen: Analogie vom blinden Wanderer [15]

In unserem Bsp. ist der Wanderer (=Algorithmus) mit zwei Iterationsschritten am Ziel. Tatséchlich sind
meistens ca. 10 Schritte erforderlich, um in die Nihe des Optimums zu gelangen.
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3.4 Evolutionsstrategien

Die auf Rechenberg und Schwefel [3] zuriickgehenden Evolutionsstrategien sind hoher entwickelte Zu-
fallsstrategien, die dem biologischen ProzeB3 der Evolution nachempfunden sind und auf den Prinzipien
Mutation und Selektion beruhen. Ausgehend von einem Startvektor (Eltern) werden mit Hilfe eines Zu-
fallszahlengenerators mehrere Vektoren (Nachkommen) erzeugt, die normalverteilt in der Umgebung des
Startvektors liegen (Mutation). Nun wird die Qualitdt der so erzeugten zweite Generation mit Hilfe der
Zielfunktion tiberpriift. Diejenigen Punkte mit den besten Zielfunktionswerten dienen als Eltern der néch-
sten Generation, die anderen zufallserzeugten Punkte werden verworfen (Selektion). Die Streuung der
Normalverteilung (Schrittweite) wird iiber das Verhéltnis von Anzahl der Nachkommen mit verbessertem
Zielfunktionswert zur Gesamtzahl der Nachkommen gesteuert; sinkt diese Erfolgsquote, wird die Schritt-
weite reduziert. Evolutionsstrategien sind nicht nur zur Losung restriktionsfreier Optimierungsaufgaben
anwendbar, mit ihnen lassen sich grundsitzlich auch beschrénkte Aufgaben 16sen. Sie weisen eine hohe
Allgemeingiiltigkeit auf und sind leicht programmierbar.

Nicht nur dem Laien erscheinen die Evolutionsstrategien besonders plausibel und faszinierend, da die ih-
nen zugrunde liegenden Ideen aus der Biologie bekannt und dort bewéhrt sind. Eine grofle Zahl von Ver-
offentlichungen in populdrwissenschaftlichen Zeitschriften zeugt davon, da8 die Ubertragung von Prinzi-
pien der Biologie auf technische Fragestellungen (Bionik) von groem Interesse ist. Bei der Beurteilung
der Evolutionsstrategien wird jedoch hiufig tibersehen, daf3 die biologische Evolution Milliarden von Jah-
ren und damit sehr viele Mutationen fiir die Entwicklung (Optimierung) des Lebens bis zu seiner heutigen
Form bendtigt hat. Von einem Algorithmus zur Strukturoptimierung wird dagegen hochste Effizienz er-
wartet, die Evolutionsstrategien nicht bieten kénnen. Denn diese nutzen viel zu wenig der in den Modellen
vorhandenen mathematischen Informationen aus.

Bedeutung haben die Evolutionsstrategien jedoch bei der Losung besonderer Optimierungsaufgaben, z.B.
bei diskreten Optimierungsaufgaben (Die Optimierungsvariablen sind nicht stetig, sondern diskret defi-
niert).

3.5 Der Natur abgeschaute Optimierungsverfahren: CAO

Matthek [4] untersuchte die Vorgénge beim Wachsen von Bédumen in einem Wald. Dabei fand er heraus,
dall Béaume in Bereichen hoher Spannungskonzentration Material anlagern (wachsen). Wiirde der Baum
dabei seinen Stamm nicht so diinn wie moglich belassen, hitte er im Wettbewerb um das Licht das Nach-
sehen gegeniiber dem schlankeren Nachbarbaum, der mit derselben Materialmenge hoher hinaus konnte.
So ensteht im Laufe der Zeit eine Struktur, die spannungsméfig ziemlich homogen und grenzwertig aus-
gelastet ist. Dieses Prinzip iibertrug er auf technische Strukturen und nannte sie CAO.

CAO ist eine computerunterstiitzte Methode flir die Formoptimierung mechanischer Komponenten. Ziele
sind

e Reduktion von Kerbspannungen

e Erreichen einer moglichst gleichméfBigen Spannungsverteilung

e  Gewichtsminimierung

e Hohe Ermiidungsfestigkeit

Die Erreichung dieser Ziele setzt eine besonders leistungsfihige FEM-Umgebung voraus. Weiter unten ist
das Beispiel ,, Tigerklaue™ dargestellt.

Bewertung:

e CAO ist ein Optimalitétskriterienverfahren. Das Kriterium lautet: eine Struktur ist dann gewichtsop-
timal, wenn sie einen moglichst gleichméfigen Spannungszustand aufweist.

e Fiir bestimmte Aufgabentypen ist CAO sehr gut einsetzbar: Formoptimierung mit dem Ziel einer Ge-
wichtsminimierung von Strukturen, die von einem einzigen dominierenden Lastfall beansprucht wer-
den unter ausschlielich Spannungsrestiktionen stehen.

o Besonders bei anderen Restriktionsarten (z.B. Restriktionen hinsichtlich der Eigenfrequenzen oder der
Verformung) ist das Verfahren nicht mehr ohne weiteres einsetzbar.
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4 Optimierungsrechnung mit EXCEL

4.1 Die Zielwertsuche

Die in EXCEL verfiigbare ,,Zielwertsuche* ist zwar kein Optimierer, mit ihr kénnen jeoch Optimierungs-
variablen so bestimmt werden, dal} eine bestimmte Eigenschaft erfiillt ist.
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Bsp: Ein Kreis mit dem Radius r=10 cm hat die Querschnittsfliiche A=r*r”. Wie miiBte der Radius r ver-
dndert werden, damit A = 100 cm’ wird?

2 Moglichkeiten: a) Gleichung nach r auflésen: I = 4/ A/ ya
b) Gleichung unverédndert lassen, Zielwertsuche anwenden
Prinzip:

Der Wert einer Zelle ist das Ergebnis einer Formelberechnung. Diese Formel bezieht sich direkt oder indi-
rekt auf eine oder mehrere Zellen (Vorgéngerzellen). Der Wert in einer Vorgéngerzelle soll nun so geén-
dert werden, daBl die Zielzelle einen vorher festgelegten Zielwert erreicht. Dazu legen Sie eine der Vor-
géingerzellen als verdnderbare Zelle fest.

Bei der Zielwertsuche handelt es sich gewissermaB3en um ein »Riickwérts-Rechnen«.

Die verdnderbare Zelle muf3 also eine Vorgéingerzelle von der Zielwertzelle sein, darf aber selbst keine
Formel enthalten.

Unter Extras-Optionen-Berechnen kénnen Sie die Iteration beeinflussen: Die Zielwertsuche wird nach 100
Iterationen abgebrochen oder wenn sich alle Werte um weniger als 0,001 dndern.

4.2 Der Solver

Das Programm Microsoft EXCEL™ [8] enthélt als integralen Bestandteil eine sehr gute und einfach be-
dienbare Optimierungsroutine, die den Namen ,,Solver trigt. Die Funktionsweise des ,,Solver® dhnelt
dem Vorgehen des blinden Wanderers.

B Microsoft Excel - SchweibBprofil-Optimierung-24-02-03.xls [Schreibgeschiitzt]

] Datei Bearbeiten Ansicht Einfiigen Format Extras Daten Fenster 2 == x|
2l &B Y 3 B < WX A 8LE M) 140% ~ )T Acem EEE| 12 v €| 5+ A - Bedingte Formatierung... )
G1 ~| =| Auslastung
A B C D E F G H N
jOptimierungsvariable Restriktionen Auslastung | Status
2 Qg-Breite 478 mm o, Ecke Obergurt 100% aktiv!
3 QOg-Dicke 18 mm o Ecke Untergurt 100% aktiv!
4 Gesamthéhe 710 mm G, Stegoberkante 100% aktiv!
5 Stegdicke 10 mm Gy Obere Halsnaht 80% unkritisch
6 Ug-Breite 333 mm Stegbeulen 100% aktiv!
7 Ug-Dicke 10 mm b/t Ogund Ug 100% aktiv!
8 Durchbiegung horiz. 53% unkritisch
9 Querschnitt Startentwurf 454 50 cm’ Durchbiegung vertikal 33% unkritisch
10 Zielfunktion Querschnitt 188,88 cm? Betriebsfestigkeit 64% unkritisch
11 Verbesserung 58% a
12 T—T
16 R * R*" i
17 -, H2B3
18 T T
19 '||’ I T I '||'
20 [ ] = 7,00 m
21 R= 165 kN
22 _J—— H= 41,25 kN
23 E———| |———] a= 3,00 m
24 BG= 3
25 Ergebnis der Optimierung
26
2z N _______ Startentwurf
28
29 . | Darstellung Blechdicken 2 -fach tiberhéh
30 — — (Rechenkern Programm "BEM10 - Kranbahniréger”, LSS GmbH)
W4 R AL /a2 a3 faa fas fash { a6y opt2 / Eingabe / Antwortbericht 1 / Sensi| 4|
Bereit

Abb. Optimierungsbeispiel Kranbahntrager: Aufgabenstellung und Ergebnis
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Die nachstehende Abb. zeigt das Startfenster des ,,Solver, in dem dem Programm mitgeteilt wird, welche
Tabellenzellen die Optimierungsfunktionen beinhalten. Rechts in der Abb. ist das Fenster mit den sog.
Tuningparametern zu erkennen. Durch geschickte Auswahl der dort angegebenen Werte nimmt man we-
sentlichen Einfluf} auf die Konvergenz der iterativen Optimierungsrechnung.

Durch Anklicken des ,,Losen““~-Buttons im Solver-Fenster wird die Optimierung gestartet. Innerhalb weni-
ger Sekunden liefert EXCEL die Losung.

Solver-Parameter H3

Ziglzelle: Lizen | Hochstzeit: Sekunden
Ziglwert: " Max + Min " Wert: |lj Schliefen Iterationen: 50 Abbrechen
Veranderbare Zellen:
Genauigkeit: 0,000001 Modell laden...
|SCSZ;5CS3;SC54;SCS?;SCSS;SC56 E Schatzen
= Toleranz: 5 o Modell speichern...

HEEETERITEL T Optionen... Konvergenz: 0,0001 Hilfe

SGs4 <=1 Hinzufii

&G85 <= 1 ﬂ TR ™ Lineares Modell voraussetzen [ Automatische Skalierung anwenden

8686 <=1 Andern I nicht-Negativ voraussetzen [ Iterationsergebnisse anzeigen

SGs7 <=1 Zuriicksetzen Schatzung Differenz Suchen

$048 <=1 - Laschen ™ Linear &+ Vorwarts * Newton

$G59 <=1 Hilfe

= " Quadratisch " Zentral " Gradient
o . .. .. . .
Abb. ,,Solver* — Eingabefenster fiir Optimierungsfunktionen und Tuningparameter

Ergebnisse aus numerischen, iterativen Optimierungsrechnungen sollten stets sehr kritisch bewertet wer-
den, bevor man sie als richtig akzeptiert. Die Vielzahl von aktiven Restriktionen kann darauf hindeuten,
daf} das Rechenergebnis in guter Ndhe zum Optimum liegt.

Die nachstehende Abb. gibt einen typischen Optimierungsverlauf wieder. Die Kurve zeigt den im jeweili-
gen Iterationsschritt erreichten Zielfunktionswert (Querschnittsfliche des Tragers). Fiir den Startentwurf,
den 3. und den letzten Iterationsschritt sind aulerdem die Querschnittsformen dargestellt (Querschnitte
mit durchgezogener Umrandung). Man erkennt, da3 die Verdnderung der Optimierungsvariablen keines-
wegs geradlinig erfolgt: der Ergebnisquerschnitt aus dem 3. Iterationsschritt weist eine geringere Trager-
hohe auf als der Startentwurf und als der optimale Trégerquerschnitt. Die Ursache fiir diesen Richtungs-
wechsel 146t sich mit der Wandereranalogie erklaren:

Ergebnis der Optimierung

500 A

Startentwurf

450

400 +

350

300 +

250 A

Querschnittsflache [cm*2]

200 +

191 189,5 1894
150 T T T T T T T T T T T 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Optimierungsschritt

Abb. Verlauf der Optimierungsiteration mit zugehdrigen Querschnitten (Blechdicken zweifach

uberhoht dargestellt)

Der Optimierungsalgorithmus verringert zunéchst alle Querschnittsmafle. Dies ist moglich, da fiir den
Startentwurf noch keine Restriktion aktiv ist und eine Verringerung aller Mafle im Sinne der Zielfunktion
(Querschnittsfliche) sinnvoll ist. Eine weitere Verkleinerung des Trégers ist nach dem 3. Iterationsschritt
nicht mehr méglich, da plétzlich Restriktionen aktiv werden (Die Spannungen an den Randfasern errei-
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chen ihren Grenzwert). Um in der Wandereranalogie zu bleiben: der Optimierungsalgorithmus (Wande-
rer) ist am Zaun angekommen und muf3 deshalb seine Richtung dndern. Nun wird die Tragerhohe vergro-
Bert und gleichzeitig werden die Gurtquerschnitte verringert, um den Gesamtquerschnitt — bei ausreichen-
der Tragféhigkeit — zu minimieren. Dies fiihrt dann zum dargestellten Optimum.

4.2 Beispiele

4.2.1 Bsp. 1: Querschnitt unter Biegung und Normalkraft

Ein Querschnitt (S 235, Rechteckquerschnitt, Breite b=20cm, Héhe h) ist durch Normalkraft N = 400 kN
und Moment M =40 kNm beansprucht. Die Querschnittsfliche soll minimal werden. Gesucht ist die Hohe
h. Als Restriktion ist zu beriicksichtigen, daB die Spannung 21,8 kN/cm” nicht {iberschreiten darf.

4.2.2 Bsp. 2: Pappkarton

Ein Karton soll ein Volumen von mindestens 0,4 m’ haben. Die MaBe (Hohe h, Breiten w und d) sollen so
gewihlt werden, daf3 die erforderliche Menge Pappe minimal wird (Kosten!). Zu beachten ist, dafl Ober-
seite und Unterseite aus jeweils zwei Pappschichten bestehen, um die Stabilitit des Kartons sicherzustel-
len.

£
e

Veranderbare Grof3en: h, d, w
Als Zielfunktion ist die Pappfliche zu verwenden.

Nebenbedingung: Das Volumen V=h*d*w muB mindestens 0,4 m’ sein.

4.2.3 Bsp. 3: I-Schweil3profil

Ein doppeltsymmetrisches I-SchweiBprofil (Werkstoff S235) wird durch max My=+100 kNm, max
M,=+20 kNm und max Q,q = +300 kN belastet. Myq und M, wirken gleichzeitig am selben Ort. An der
Stelle der maximalen Querkraft sind die Momenten 0.

Der Trager wird beschrieben durch Flanschbreite b, Flanschdicke t, Steghche h, Stegdicke s. Er ist so zu
dimensionieren, dal} sein Querschnitt minimal wird.

Dabei ist zu beachten, daB3 aus Griinden der Beulsicherheit der Steg nicht diinner

als 0,8cm werden darf, die Flanschdicke muf} mindestens 0,6 cm sein. s Q 2
Aus Griinden des Platzbedarfs darf der Tréger nicht hoher als 60 cm ausgefiihrt 1\
werden. b‘t
Vergleichsspannungen brauchen aus Vereinfachungsgriinden nicht beriicksichtigt :

zu werden 4 | h-s

a). Er.stellen Sie auf Papier das .Optirnierungsmodell mit allen Formeln. Schétzen H)/ B't
Sie eine Thnen brauchbar erscheinende Losung ab. I e
b) Programmieren Sie alle Formeln * H

c) Losen Sie das Problem mit dem Solver: Wie sieht der Optimale Querschnitt 2

aus?
d) Variante: einfachsymmetrischer I-Querschnitt, siche Bild: wieviel Querschnittsfliche 146t sich gegen-
iiber dem doppeltsymmetrischen I-Querschnitt sparen?
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Abb.

0 : = Obergurtbreite, -dicke
Optimierungsvariablen x;; =1,n 6 zu verandernde

Querschnittsmalte

Stegdicke]-héhe

Untergurtbreite, -dicke

Nachweise der Tragsicherheit, der
Gebrauchstauglichkeit und der
Ermidungssicherheit:

Auslastung maximal 100%

Restriktionen g(x); j=1,m

Zielfunktion z(x) Querschnittsflache

Optimierungsmodell einfachsymmetrischer I-Querschnitt

4.2.4 Bsp. 4: Federsystem ([15], S.72)

Example 3-1 Equilibrium position of a spring system

Consider the simple two-spring system shown in the undeformed position in
Fig. 3-1a and after deformation in Fig. 3-16. The springs are assumed to be
fincarly elastic and the toads P, and I*, are constant. This is a geometrically
nonlinear analysis problem because the resistance to the load is a function of
the deformed position.

Delining the spring deformation as Al and Al for springs | and 2,

respectively, we can write an expression for the total potential cnergy of the
system as

PE = LK (A1) + K, (L) — P X, - P,Y, (3-2)

In terms of the original lengths /; and /, and the displacements X and X,
this becomes

————0 =

! - T ?
PE = 4K [ 67 -4 - %) - 1]

B I e 2
+%1\z[vf\f+(!z+/\”z)2 —i;] - P X, - PX, (3-3)

Equation (3-3) can be solved for the equilibrium displacement as an
unconstrained minimization problem where X, and X, are the independent
design variables and PE is the objective function.

>

fi=10cm == K, =8 N/em

T K= 1N/
f,=10cm == K= : N/em

(a) Undeformed (£} Deformed
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4.2.5 Bsp. 5: Stabdreischlag
siche oben Kap. 2.2

4.2.6 Bsp. 6: Balken ([15], S.147)

Example 5-1 Design of a cantilevered beam
The cantitevered beam shown in Fig. 5-14 is to be designed for minimum
material volume. The design variables are the width » and height & at each of
N segments, where here N = 5. We wish to design the beam subject to limits
on stress (calculated at the left end of each segment), deflection under the
load. and the geometric requirement that the height of any segment does not
exceed twenty times the width.

P

i

iy

—-L 1 *‘Jr‘ fy-- i‘ o ls
i T
f . . [ I —

¥

: P=50,000 N
T E=200 GPa
hy L =500 cm
) 7= 14,000 Nsom?
‘ . =t y=0.5¢m
1=

Cross section

The deflection y, at the right end of segment i is calculated by the
following recursion formulas:

Yo =¥ =0 (5-45a)
Pl { G

el LR S D A R 5-45!

¥ El I 5 jg} P ( )
1’11_2 ; i / 21": A S5

S 2E1 |7 ot ;T3 A L (5-45¢)

where the deflection y is defined as positive downward, 1" is the derivative of
y with respect to x {the slope), and !, is the length of segment ;. Young's
modulus £ 15 the same for all segments, and the moment of inertia for
segment 7 1s
3
b A

1= (5-46)

The bending moment at the left end of segment ¢ is calculated as

M =P L+I -} (5-47)

;=1
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and the corresponding maximum bending stress is
Mh, o
g = -
Il zll ( )

The design task is now defined as

Y
Minimize: V=Y bhl (5-49)
i=1
Subject to:
a
210 i= 1N (5-50)
Mu
— 1< 5-51
7 (5-51)
k= 206, < 0 f= 1N (5-52)
hy210 i=1N (5-53)
h250 i=1 N (5-54)

Here a is the allowable bending stress and ¥ is the allowable displacement.
This is a design problem in n = 2N variables. There are N + | nonlinear
constraunts defined by Bgs. (5-50) and (5-51), N linear constraints defined by
Eq. (5-52). and 2/ side constraints vn the design variables defined by Egs.
(5-53) and (5-54). The side constraints are treated here as general incquality

constraits. Addigonally, lower bounds of 0.1 are imposed explicitly on b

. . - . . ) !
and h, 0 = LN within the optimization program to ensure that the destgn
remains physically meaningful.
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